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Versuchsanleitung S5: Koppelschwingungen

1 Einleitung

In diesem Versuch lernen Sie ein mechanisches Modell fiir die gekoppelte ungestdrte Schwingung zweier linearer,
harmonischer und (ndherungsweise) ungeddmpfter Oszillatoren kennen. Realisiert wird das Modell durch zwei
physikalische Pendel, deren Bewegungen {iber eine Feder miteinander gekoppelt sind. Dieser Versuch soll folgende
Erkenntnisse vermitteln bzw. vertiefen :

e Fiir die Beschreibung der Bewegung eines Systems von zwei starren Korpern hat man fiir jeden Kdrper eine
Bewegungsgleichung nach dem Grundgesetz der Mechanik aufzuschreiben. Dabei sind die Wechselwirkungs-
krafte einzubeziehen, die von dem Partner im System auf den gerade betrachteten Korper ausgeiibt werden und
die vom Bewegungszustand dieses Partners abhdangen.

e Aus dem System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen, das man so erhalt, kann man eine Differen-
tialgleichung vierter Ordnung fiir jede der Pendelkoordinaten einzeln gewinnen und sie nach iblichen
Verfahren losen.

e Beischwacher Kopplung der beiden Oszillatoren beschreiben diese eine als Schwebung bezeichnete Bewegung,
deren Untersuchung Aussagen iiber das Kopplungselement ermdglicht.

2 Grundlagen

Im Versuch wird die in Bild 1 skizzierte Anordnung zweier physikalischer Pendel verwendet. Die Pendel sollen
gerade die Auslenkungen ¢@q und ¢, besitzen. Beide Pendel sind von gleicher Beschaffenheit und bestehen aus
je einer Masse m' an einem Stab der Masse m''. Die Gewichtskraft mg der Gesamtmasse m=m'+m"" greiftim
Schwerpunkt S an. Die mittlere Feder ( Federkonstante k) koppelt die Bewegung des einen mit der des anderen
Pendels.

(1) (2)

Bild 1 Gekoppelte Pendel

Die von beiden Federn auf das Pendel (1) ausgelibte Kraft ist bei kleinen Werten ¢; und ¢, durch

Fi(p1, p2) =kl o1+ kl(@1- 92) (2-1)
gegeben. Entsprechend erhdlt man

Fo(@1, p2) =kl gz -kl(p1- 07) (2-2)
fiir das Pendel (2).

Jedes der Pendel ist ein starrer Korper, der um eine raum- und korperfeste Achse (A) rotiert. Die Bewegungs-
gleichungen im Falle kleiner Auslenkungen @1, @, lauten
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Jp1=—mgspr—Fi(p1,90)!
(2-3)
J @ =—mg s, —F(01,92)!

und stellen ein System zweier gekoppelter Differentialgleichungen dar. Dabei bedeutet "gekoppelt", dass die
beiden Variablen ¢; und ¢, in beiden Gleichungen des Systems auftreten.
Man erhdltaus (2-3)

.. 2
P1+wg p1-y @, =0

(2-4)
.. 2
Pty 9=y p1=0 ,

wenn man die Abkiirzungen
a)ozz%[mgs+2k12]:a)ozo+2)/ (2-5)

benutzt.

In (2-4) und (2-5) bedeuten y die Kopplungskonstante, @qg die Eigenfrequenz eines Pendels ohne Federn
(k=0) und wq die Eigenfrequenz eines Pendels mit Federn bei Arretierung des anderen Pendels [z. B. ¢, (t)=0
bei Schwingung des Pendels 1]. Zur Losung des Differentialgleichungssystems (2-4) stellt man z. B. die erste
Gleichungin (2-4) nach ¢, umunderhalt

.. 2 (4) 2 ..
+ +
o= und B OAL (2-6), (2-7)

v /e

Setztman (2-6) und (2-7) in die zweite Gleichungvon (2-4) ein, so erhdlt man mit
4 2 .. 4
(1)1( )+2a)0 g01+(a)0 —72)(01:0 (2-8)

eine lineare homogene Differentialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Sie wird mit dem
Ansatz ¢4 (t) = et geldst. Ihre charakteristische Gleichung lautet

/14+2a)02/12+(a)04—)/2):0 (2-9)
und besitzt die Lésungen

21'2 :i‘ja)l :i‘jﬂ a)oz—}/ und 13’4 :ija)g :ijw a)02+7/ . (2_10) ’ (2_ 11)

Damit lautet die allgemeine Losung von (2-8)

@1(t)=Cicos(wqt) +Cysin(wqt)+C3cos(wat)+Cysin(wyt) (2-12)
Mit (2-12) folgt ¢, (t) sofortaus (2-6) zu
@2 (t)=Cycos(@q1t)+Cosin(@q1t)-C5cos(myt)-Cyusin(wyt) (2-13)

3 Versuchsanordnung

Der Versuchsaufbau entspricht dem Bild 1. Die Federn kdnnen nach Bedarf aus- bzw. eingehangt werden. Am
rechten Pendel konnen mittels Lichtschranke und Stoppuhr (PC) verschiedene Schwingungsdauern gemessen
werden.
e Schwingung des Pendels ohne Federn
Beide an dem betrachteten Pendel befestigten Federn werden ausgehangt.
mgs

Schwingungsdauer : To, Kreisfrequenz: wpg = 5 (3-1)

e Schwingung des rechten Pendels mit Federn
Das linke Pendel wird dabei arretiert.
Schwingungsdauer: Ty, Kreisfrequenz: g .
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2

2
Nach (2-5) gilt }/:w . (3-2)

e Fundamentalschwingungen der gekoppelten Pendel.
Bei den sogenannten Fundamentalschwingungen schwingen beide Pendel entweder mit @; oder mit w;
(Fundamentalfrequenzen) und dementsprechenden Schwingungsdauern 7; und T, .
Man erreicht die Fundamentalschwingungen, indem man die Pendel mit gleicher Amplitude entweder
gleichphasig oder gegenphasig startet und schwingen ldsst. Bei gleicher Phase gilt ¢q(t) = @, (t) Dies ist
nach (2-12) und (2-13) nurfiir C3=C4=0 moglich und die Fundamentalschwingung erfolgt mit @ .
Bei Gegenphase gilt @1 (t)=—¢, (t). Diesistnach (2-12) und (2-13) nurfiir (;=C,=0 mdglich und
die Fundamentalschwingung erfolgt mit @, .
Aus den Fundamentalfrequenzen @, und @, kann die Kopplungskonstante nach (2-10) und (2-11) als

(022—6012
- (3-3)

berechnet werden.

Bei schwacher Kopplung (}/<<a)02) stellt sich eine als Schwebung bezeichnete Schwingung der gekoppelten

Pendel ein. Fiir die Frequenzen w; und ; gilt unter Verwendung der fiir kleine & giiltigen Ndherung

1hi5=1i§

w1 =g 1—L=0)0—L und Wy =W 1+L=0)0+L . (3—4)
ol 2 ol 20

Mit den Anfangsbedingungen ¢@1(0)=¢q, @2(0)=0 und @;(0)=¢,(0)=0 z.B. folgt aus (2-12) und
(2-13)

o1 (t)=pq cos[LtJ cos(a)o t) und @ (t) =g sin[LtJ sin(a)o t) . (3-5)
2&)0 2(00

Beide Oszillatoren schwingen nach (3-5) mit der Frequenz g, ihre Amplituden sind mit der Schwebungs-

frequenz a)S:ZL moduliert.
@o

Die Schwebungsdauer Ts ist halb so groRR wie die Periodendauer T der Amplitudenmodulation. Es gilt also

27 _4may _ 2may

bzw. %
ws Y T

2Tg =T = (3-6)

Bei der Schwebung wird die Ort-Zeit-Funktion des rechten Pendels iiber einen Messwandler von einem PC
registriert, die Zeiten Tq und Ts werden aus der Graphik abgelesen.

4 Aufgaben

In diesem Abschnitt werden die zu bearbeitenden Aufgaben nur grundsatzlich aufgefiihrt.
Genauere Hinweise zur Versuchsdurchfiihrung befinden sich am Arbeitsplatz.

4,1 Man messe die Schwingungsdauer Ty und berechne @gg und J bei bekanntem m und s.

rJ

4.2 Fiir starke Kopplung messe man Ty und berechne wgq, y und die Federkonstante k= Z -

4.3 Beigleicher Kopplung wiein 4.2 messe man die Schwingungsdauern 74 und 7, der Fundamental-
schwingungen und berechne @41, @, und erneut y.
4.4 Beischwacher Kopplung nehme man die Ort-Zeit-Funktion der Schwebung auf, bestimme daraus Ts, Ty, @q

und y und iiberpriife damit die Forderung L2<< 1..
@y
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5 Fragen

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

Geben Sie die Zusammenhange zwischen Schwingungsdauer T, Frequenz f und Kreisfrequenz w einer
Schwingung an.
Unter welcher Bedingung stellt sich eine Schwebung ein? Was ist unter der Schwebungsdauer Ts zu
verstehen?
Eine harmonische Schwingung geniigt der Bewegungsgleichung ¢+%(p =0. Wie groR sind ihre

A
Kreisfrequenz und Schwingungsdauer?
Die allgemeine Lésung des Differentialgleichungssystems der Koppelpendel lautet:
@1,2=C1cos(@w1t) +Cysin(wqt) £(C5cos(wyt) +Cysin(wy t)).
Wie sind die Konstanten C; bis C4; zu wdhlen, damit
a) die gleichphasige Fundamentalschwingung ( mit wq) bzw.
b) die gegenphasige Fundamentalschwingung ( mit @, ) zustande kommt?
Wie ist das Massentrdgheitsmoment eines starren Krpers beziiglich einer gegebenen Drehachse A definiert
(mit Skizze)?
Zwei gleichartige Pendel werden im Abstand x von der Drehachse durch eine horizontale Feder (mit der
Federkonstante k) gekoppelt. Schreiben Sie ( fiir den Fall kleiner Ausschlidge ¢4, @, ) die
Wechselwirkungskraft auf das Pendel 1 auf.

2
T
Leiten Sie fiir J:MZQS eine Fehlerformel her. Fehlerbehaftet sind Tog, m und s.

41t
Man stelle die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung ¢1(4) +2a)o2 @1 +(a)04 —)/2)(01 =0 auf

und lGse sie.

2 2
@y —Dqg
2

Leiten Siefiir y = eine Fehlerformel her. Fehlerbehaftet sind wqg und wqq -

Uberfiihren Sie die beiden gekoppelten Differentialgleichungen ¢, +a)02 ¢o1—79,=0 und
@ +a)o2 @, —y @1 =0 durch Addition bzw. Subtraktion in zwei entkoppelte Differentialgleichungen der
Variablen g, =@1+ @, und g_=p1— 5.
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